Couplage n°1

Exercice 1

Soit E ['espace vectoriel des fonctions polyndmes réelles définies sur R*, de degré inférieur ou égal &
4, fonction nulle comprise. On considére I'application ¢ qui & toute fonction P de E associe la fonction
¢(P) définie sur R* par: p(P)(x) = P(x) + 2x* P(1/x).

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2) Exprimer ¢* en fonction de ¢ et de I'identité. En déduire une relation vérifiée par les valeurs propres
de ¢. Montrer que g est inversible et déterminer son inverse.

3? Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢. L'endomorphisme p est-il
diagonalisable?

Exercice 2

Un joueur vise une cible avec une fléchette. A chaque lancer, il atteint la cible avec la probabilité
p, 0 < p < 1 et la rate avec la probabilité g =1 —p.

Il effectue une série de lancers indépendants.

1! gagne, lorsque, pour la premiére fois, sur n lancers, le nombre de fois o il atteint la cible
excéde de 2 le nombre de fois ot il la rate,

Il pord, lorsque, pour la premiére fois, sur n lancers, le nombre de fois ot il rate la cible excéde
de 2 le nombre de fois ot il 'atteint. '

La partie s’arréte lorsque le joueur a gagné ou perdu.
On note les événements suivants A, : “le joueur gagne au n-éme lancer”, B, : “le joueur perd
au n-éme lancer”, A : “le joneur gagne la partie” et B : “le joueur perd la partie”.

1. Caleuler P{A,)} et P{B,)-
2. En déduire P{A) et P(B). Déterminer la probabilité pour que la partie dure indéfiniment.

3. Soit X la variable aléatoire égale an nombre de lancers que comporte la partie. Déterminer
la loi de X. En déduire 'espérance et la variance éventuelle de X.



Couplage n°2

Exercice 1

Deux amis Pierre et Paul jouent au jeu suivant : ils possédent une machine qui, 4 chaque
sollicitation, leur donne aléatoirement un entier naturel n. Si cet entier n est impair, Paul
donne n euros & Pierre, on considére que Pierre a gagné. Si cet entier n est pair, Pierre donne n
euros 3 Paul, on considére que Pierre a perdu. Si i est nul, rien ne se passe, on considére que
la manche est nulle. On note X la variable aléatoire correspondant au nombre obtenu 4 chaque
sollicitation, et on suppose que X suit une loi de Poisson de parameétre a (a>0).
Onnoteenfin: A : « Pierre gagne », B : « Pierre perd », C: « la manche est nuile »
et p=P(4), q=P(B) et r=P(C),

1. Déterminer r , p+q et p-q.

2. En déduire p et q.

3. Calculer I’espérance du gain de Pierre.

Exercice 2

Soit @ la fonction définie par
sin®z cos? x
Plx) = / Arcsin Vidt + ] Arccos Vtdt
] o
1. Quel est son domaine de définition? Calculer ${x + m) — &(z).
2. Justifier que P est dérivable et calculer sa dérivée.

3. Calculer @(7}) et en déduire les valeurs de fcl Arcsin vtdt et de fol Arccos vdt.



Couplage n°3

Exercice 1

e -t
On considére la fonction f définie par : f(z} = j f}__ dt.

1. Justifier que f est définie et dérivable sur 0, +-o00f et préciser f'(z) pour z > Q.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en zéro. On notera } le prolongement
obtenu. Ce prolongement est-il dérivable en zéro ?

3. Déterminer le développement liﬁrpité 4 l'ordre 2 de la fonction ;" En déduire 'allure de
la représentation graphique de f au voisinage du point d’abscisse zéro.

Exercice 2

Soient (Xi,...,X,) une famille de variables aléatoires réelles indépendantes uniformes sur [0, ¢!
(a>0), U=max(Xs,..., Xa) et V = min(Xy,..., Xa). |

1. (a) Déterminer une densité fy de U.

(b) La variable aléatoire U admet-elle une espérance et une variance ? St oui, les calculer.
2. (a) Déterminer une densité fy de V.
(b) La variable aléatoire V admet-elle une espérance et une variance 7 Si ou, les calculer.



Couplage n°4
Exercice 1

Soita &€ R™* et E I’ensemble des fonctions continues sur [0, a].

Soit ¢ I"application qui, & f¢élément de E, associe F telle que
Ve [0,a), F(x)= [ f(t)sin(x +1)de
1. Montrer que g & £(E).

2. Déterminer Im ¢. _
3. Pour a = 2m, montrer que 0 est valeur propre de ¢.

Exercice 2

a{z +4)
Soient a 2 0, & > 0 et F la fonction définie sur R par F(x) = x|+
0 sinon.

siz>—4

1. A quelles conditions, portant sur « et b, la fonction F est-elle une fonction de répartition d'une variable aléatolre X ?
On suppose dorénavant ces conditions réalisées. Représenter le graphe de la fonction F.

2.a) Montrer que X est une variable & densité et préciser une densité.

b) Pour quelles valeurs de a et b, la variable .Y admet-elle des moments de tous ordres 7 Calculer ’esparance et la variance
de X quand elles existent.



Couplage n°5
Exercice 1

Dans I’espace rapporté 4 un repére orthonormé, on considére les deux points 4 et B de
coordonnées: 4 (2;1;0) B(3;0;0). Le point M de coordonnées M(0 ;0 ;&) est un point
variable de I’axe Oz. Dans le triangle O4B, on appelle H le pied de la hauteur issue de A4 et
dans Ie triangle 4BM, on appelle P le pied de la hauteur issue de A4.

1. Donner les coordonnées du point A et calculer les coordonnées du point P en fonction
de a. Montrer que les droites (FP) et (MB) sont orthogonales.

2. En déduire que lorsque le point M varie, le point P appartient 4 un cercle fixe du plan
Oxz, et on précisera une équation de ce cercle.

3. Montrer que les plans (4HP) et (MAB) sont orthogonaux.

Exercice 2

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant toutes deux une loi
géométrique de paramétre p €0, 1],

Onmnote: U=[X-Y|et V=Min(X,Y).
1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. En déduire la loi de U et celle de V.,

3. Les variables aléatoires I/ et V sont-elles indépendantes ?



Couplage n°6

Exercice 1

Une secreétaire effectue n appels vers n correspondants distincts (n est un entier naturel
supérieur ou égal & 2). A chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant est 1/3. On
note X le nombre de clients obtenus. Aprés ces n recherches, la secrétaire rappelle upe
deuxiéme fois, chacun des n-X correspondants qu’elle n’a pas obtenu la premiére fois. On
note Y la variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus lors de la deuxiéme
série d’appels, et Z le nombre total de correspondants obtenus au cours des deux séries
d’appels (on a donc Z=X+Y).
1. Déterminer la loi, Iespérance et 1a variance de X.
2. Montrer que Z suit une loi binomiale de paramétres 3 déterminer.
3. On suppose désormais que le nombre de correspondants que la secrétaire cherche a
joindre au cours de ses deux séries d’appels suit une loi de Poisson de paramétre A
Déterminer daas ce cas la loi de Z.

Exercice 2
2 1 -1
1. Soit la matrice carrée d’ordre 3: A=|1 2 -1{.O0On pose B=A-37, Iétant la
0 0 1

matrice identité d’ordre 3. Déterminer un réel & tel que B?=a B et exprimer B*
pour tout entier naturel k.

2. Calculer, pour tout entier naturel n, A" enfonctionde A etde I.

3. Onappelle C, la matrice obtenue en remplacant » par —n dans ’expression de 4"
en fonction de 4 et de I, obtenue 3 la question précédente. Cette matrice est-elle
Iinverse de 4" ?



Couplage n°7

Exercice 1

¥

1447

1 1 '
Pout tout n € N, on pose : I, = / et di et J, =f (1—t)e~tIn(1 4 *) dt.
0 Q

1. Montrer que la suite (J,)nen converge vers 0.
Indication : on pourra utiliser le fait que : V2 > 0, In(1+z) < z.

. 1
2. Etablir que pour tout n € Nyona: I, = n2 1 Iy
en n

3. Déduire de ce qui précéde la limite de la suite (I,} ainsi qu'un équivalent simple de [,
lorsque n tend vers +oo.

Exercice 2

Une urne contient b boules blanches, n boules noires et r boules rouges; b ¢t n sont des entiers naturels
non nuls; r est un entier naturel. Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne; si elle est noire,
il perd; si elle est rouge, il la met de coté et effectue un autre tirage (avant le deuxiéme tirage, il reste
done r-1 boules rouges dans l'urne). Dans ce cas, si la boule tirée est blanche, il gagne; si elle est
noire, il perd; si elle est rouge, il la met de ¢6t€ et effectue un troisiéme tirage; etc...

1) On note B; (respectivement Ni, R;} I'événement: "le joueur tire une boule blanche (respectivement
noire, rouge) lors du i*™ tirage". On note G, 'événement: "le joueur gagne en commengant ses tirages
dans une umne contenant r boules rouges”, '

a) Calculer P(Gy) et P(G;).

b) Trouver une relation entre P(G,) et P(G..y).

¢) Calculer P(G)).

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour quune partie s'achéve (sur
une victoire ou sur une défaite), i'urne contenant au départ 2 boules rouges.

Déterminer la loi de X.



Couplage n°8

Exercice 1

On note m un paramétre réel et on considére les matrices Hy, définies par

~1-m m 2
H, = -m 1 m
-2 m 3-m

On note k., 'endomorphisme de R3 représenté par H,, dans la base canonique de R3.
" 1. Montrer que 1 est une valeur propre commune & tous les endomorphismes &m. On cherchera
les sous-espaces propres associés. Déterminer un vecteur v; comimun & ces espaces.
2. On note v = (1,0,1) et v3 = (1,1,0). Vérifier que (v, v;,v3) forment une base de R* et
donner la matrice de k,, dans cette base.
3. Pour quelles valeurs de m k., est-elle diagonalisable ?

Exercice 2

_{ 2 r’)
% -xy+?
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires admettant pour densité { (x,y)=ke
1. Déterminer la valeur de la constante réelle k et déterminer les lois de X etde Y.

2. Calculer la covariance de X et de Y. X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Soit & ia fonction de répartition de Y. Déterminer une densité de Z = @Y.



Couplage n°9
Exercice 1

In x
Soit fla fonction définie sur [1 ;+cof par f(x) = 3;—;;—

1. Démontrer que pour tout entier naturel non nul , 'équation £ ( x) = n admet une unique

solution , notée & .
2.a) Démontrer que ot 5 2 €".
2.b) Démontrer que o , est équivalent 4 e" en -+ co.
3. On pose : o, = e"(1+&(n)).Démontrer que &(n) est équivalent en + 0 A ne ™.
Démontrer qu’il existe une fonction &;telle que a, = ¢+ n+ ne{n) ,avec I}Ll?m £1(n)=0.

Exercice 2

1. Pour (a,6) € R?, dans quel(s) cas la matrice ( g ; ) est-elle diagona.lisa.i:le?

2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le maéme univers; indépendantes et de méme
loi binomiale B(n, }).

n 2
2) Donner la loi de X + ¥ et en déduire la valeur de 3 (:) :
k=0

’:;’ ;, ) soit diagonalisable; puis la proba-

bilit¢ pour que la matrice A soit inversible. :

b) Calculer.la probabilité pour que la matrice A =



Couplage n°10

Exercice 1

Un voyageur se promene & lintérieur du train Paris-Romorantin qui comporte quatre
voitures. Tous les quarts d’heure il passe d'une voiture & 'une des voitures qui la jouxtent
(choisissant au hasard et de maniére équiprobable lorsqu'il y en a deux). Son choix ne
dépend aucunement des positions précédentes. Les voitures sont numérotées de 14 4 2
partir de la voiture de téte.

Soit X, le numéro de la voiture ol il se trouve an temps ¢t = n (exprimé en quarts
d'beures). On suppose qu’au départ (¢t = 0) il se trouve dans la voiture de téte. On note
gin = P{X, = ] et on pose Tn = (P1.n, P2 P3.ns Pam) € R

1. Exprimer matriciellement 7n41 en fonction de 7, . En déduire une expression de 49
en fonction de m,. :

2. a) Que peut-on dire des suites pz 2n, P4, 27 Déterminer les suites p1 2n,P3,2n [on pourra
regrouper les coordonnées devx par deux de manitre appropriée].
b) Déterminer les suites (pin}n. Ces suites ont-elles une limite lorsque n — oc?

Exercice 2

Soit et g deux fonctions de IR vers IR. N
1. Démontrer que si f et g tendent vers + o ou vers 0%quand x — + <0 et qu’elles sont

équivalentes en + o, alors in f et In g sont aussi équivalentes en + .

x
~1
2. Endéduirelalimitqde;ll-ln(-?—r).quandxtendvers+oa.
3 Donneruncontreexempleal'implication: f»genm::-mf-lng en +omo.



